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Abstract

The integral iterative method and exact solutions of partial diffe-
rential equations

An integral iterative method will be introduced in order to derive exact so-
lutions of partial differential equations in two variables. This method first
achieved success when used with nonlinear partial differential equations for
transonic flow. In this article, the method has been applied to four diffe-
rent linear partial differential equations: the Laplace equation, the Poisson
equation, the biharmonic equation and the biharmonic Poisson equation.

Harmonic functions, which are known from the theory of complex num-
bers, have been rediscovered. In addition, by using this integral iterative
method, infinite biharmonic functions have been found. For both the Poisson
equation and the biharmonic Poisson equation, many specific solutions are
presented in detail.

Ubersicht

Ein Integral-Iterationsverfahren wird vorgestellt, um exakte Losungen der
partiellen Differentialgleichungen mit zwei Verénderlichen herzuleiten. Dieses
Verfahren hatte zuerst bei den nichtlinearen partiellen Differentialgleichun-
gen fiir die transsonische Stromung Erfolg erzielt. In diesem Artikel wird die-
ses Verfahren auf vier verschiedene lineare partielle Differentialgleichungen
angewendet: die Laplace-Gleichung, die Poisson-Gleichung, die biharmoni-
sche Gleichung sowie die biharmonische Poisson-Gleichung.

Die harmonischen Funktionen, wie sie aus der Theorie der komplexen
Zahlen bekannt sind, werden von Neuem entdeckt. Dariiber hinaus konnten



mit diesem Integral-Iterationsverfahren unendlich viele biharmonische Funk-
tionen gefunden werden. Fiir die Poisson-Gleichung und die biharmonische
Poisson-Gleichung werden viele partikuldre Losungen bei gegebener Rechts-
seite ausfiihrlich dargestellt.
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1 Einleitung

Im Jahr 1986 hatte der Verfasser dieses Artikels ein Integral-Iterationsver-
fahren erstmalig vorgestellt, um Losungen fiir die nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen fiir die transsonische Stromung herzuleiten [I]. Fiir
die Gleichung

wurden einige exakte Losungen gefunden, z. B.
2 3
2 a4 4 7
= —zy” + —= 1.2
¢ =ar’y+ zay' + 2y (1.2)
und
¢ =axrty+ ia2y4 (1.3)
22 : .
Dabei ist a Konstante. ¢ ist das Potential. ¢, = %, r = % und ¢, = giyf

sind die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten x und y.
Wir wollen jetzt dieses Integral-Iterationsverfahren auch auf die Laplace-
Gleichung

und die Poisson-Gleichung

Ap=p (1.5)

bei gegebener Funktion p(z,y) anwenden. Mit diesem Iterationsverfahren
wollen wir auch exakte Losungen der biharmonischen Gleichung [2]

AAp =0 (1.6)
sowie der biharmonischen Poisson-Gleichung
AAp =p (1.7)

herleiten.
Im Abschnitt 2 mochten wir dieses Verfahren anhand der Laplace-Glei-
chung erkléren.



2 Integral-Iterationsverfahren und die har-
monischen Funktionen

Aus der Theorie der komplexen Zahlen wissen wir, dass jede analytische
Funktion von z 4 ¢y mit ¢+ = v/—1 eine Losung der Laplace-Gleichung ist:

flz +iy) = u(z, y) +iv(z,y) . (2.1)
Wegen der Cauchy-Riemannschen Beziehungen

Uy = Uy , (2.2)
Uy = —Uy , (2.3)

sind sowohl der Realteil v als auch der Imaginérteil v Losungen der Laplace-
Gleichung. Einige Beispiele:

(x+iy)? =2 —y* +i- 2y, (2.4)
(z +iy)* = 2 — 3ay® +i(32°y — ) | (2.5)
(z +iy)* = 2" — 62%y* + y* +i(4a’y — day®) . (2.6)

Unser Integral-Iterationsverfahren liefert uns die gleichen Ergebnisse. Dazu
fithren wir eine neue Bezeichnung ein:

L=¢+ ¢yy : (2'7)

Das Prinzip ist folgendes: Wir machen mehrere Ansétze ¢1, ¢o, @3, ... ¢, und
priifen dabei stets Ly, Lo, L3, ... L, . Wenn L,, = 0 ist, dann ist ¢,, die Lésung.
Die Prozedur lauft folgendermafien: Wir machen zunéchst einen Ansatz ¢,
mit irgendeinem mathematischen Ausdruck von z und y und berechnen L; =
O1zz+ 1y - Wenn Ly = 0 ist, so ist ¢y eine Losung. Wenn L; # 0 ist, machen
wir einen zweiten Ansatz ¢s :

¢2=¢1—//L1dydy. (2.8)

Das heifit, wir ziehen ein Glied von ¢; ab. Dieses Glied besteht aus der
zweimaligen Integration von L nach y .

Wir berechnen Ly = @9,y + 2y - Wenn Lo = 0 ist, dann ist ¢, eine
Losung. Wenn L, # 0 ist, machen wir wieder einen Ansatz mit

¢3 = P2 — //Lz dy dy (2.9)
und berechnen weiter L3 usw., bis wir eine Losung gefunden haben.

b}



Als Beispiel setzen wir ¢; = 22 ein:

¢1x:3$27 ¢1x$:6$, gbly:(), ¢1yy:0, L1:6ZL‘;

//leydy://Gxdydy:3xy2,

¢2:¢1—//L1dydy:x3—3xy2.
Wir berechnen weiter:

¢2x = 3%2 - 3y2 > ¢2xm = 6x ) ¢2y = _6$y ) ¢2yy = —6x )
L2:¢21x+¢2yy:61’—6$:0.

Daher ist ¢ = ¢ = 2% — 3xy? eine Losung. Sie ist der Realteil von (z + iy)?

aus .

Bei einem Ansatz ¢; = 2™ , wobei m eine positive ganze Zahl ist, erhalten
wir

o (- (D) (e (e

wobel

1 — N (m — 1
m\ _m(m—1)(m—2)---(m—n+1) (2.11)
n n!
die Binominalkoeffizienten sind.

Wenn wir den Ansatz ¢, = ma™ 'y einsetzen, erhalten wir die Losung
der Laplace-Gleichung in folgender Form:

T e ) s

Die Losungen (2.10) und (2.12)) sind nichts anderes als der Realteil bzw. der
Imaginérteil von (z + iy)™ .

Aber wir haben wihrend der ganzen Durchfithrung des Iterationsverfah-
rens von den komplexen Zahlen gar keinen Gebrauch gemacht.

Beim Integrieren haben wir immer die willkiirliche Funktion oder Kon-
stante gleich Null gesetzt.

Wenn der erste Ansatz ¢, = y™ oder ¢; = my™ 'z ist, muss man nach
T integrieren:

by = by — //L1 dx dx (2.13)

qbg:qbg—//Lgdxdx. (2.14)
6
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Die Ergebnisse sind wie und durch Vertauschen von x und y .

Alle anderen Ansétze ¢; mit algebraischen Ausdriicken fithren zu unend-
lichen Reihen oder Null (Null-Losung).

Aus der Methode der Separation der Verédnderlichen erhélt man die Lo-
sungen der Laplace-Gleichung e cosy und e*siny . Mithilfe des Integral-
Iterationsverfahrens kann man die Reihen-Entwicklung der Funktionen wie-
derfinden. Wenn wir zum Beispiel ¢y = €* und ¢; = e”y einsetzen, erhal-
ten wir die Reihen-Entwicklung von cosy und siny . Wenn wir ¢; = cosx
und ¢; = (sinz)y einsetzen, erhalten wir die Reihen-Entwicklung von Hy-
perbelfunktionen cosh y und sinh gy, weil cosz - cosh y und sinx - sinh y zwei
harmonische Funktionen sind.

Alle Ergebnisse sind bekannt und zeigen nur die Richtigkeit des beschrie-
benen Integral-lIterationsverfahrens. Damit versuchen wir, Losungen auch
von anderen Differentialgleichungen zu finden, zum Beispiel von der Poisson-
Gleichung.



3 Integral-Iterationsverfahren und die LG-
sungen der Poisson-Gleichung

Fiir die Poisson-Gleichung

fithren wir eine neue Bezeichnung ein:
P =z + ¢yy —p- (32)

Bei einer gegebenen Funktion p = p(x,y) wollen wir eine Losung mit
folgendem Integral-Iterationsverfahren finden: Wir machen den ersten Ansatz
¢1 und berechnen P, = @15, +¢1,,—p . Wenn P, = 0 ist, so ist ¢; eine Losung.
Wenn P; # 0 ist, machen wir einen zweiten Ansatz mit

b=~ [[Pdyay (3.3)

und berechnen Py = ¢oyy + @2y — p . Wenn P, = 0 ist, so ist ¢ eine Losung.
Wenn P, # 0 ist, machen wir wieder einen Ansatz

¢3:¢2—//P2dydy (3.4)

und berechnen P; usw.
Wenn wir ¢; # 0 einsetzen, erhalten wir eine harmonische Funktion plus
eine partikuldre Losung fiir p . Daher machen wir den ersten Ansatz ¢; = 0

und erhalten
Pg = //pdydy : (3.5)

um direkt zu der partikuldren Losung zu gelangen.
Als Beispiel nehmen wir an

p=zy, (3.6)
dann .
Oy = //xy dy dy = éxy?’ : (3.7)
Wir berechnen
1, 1,
Poz = 6Y P2ue =0, P2y = STy Payy = 1Y

und
Py = ¢opy + Poyy —p=0+2y —2y = 0.
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(3.7) ist die gesuchte Losung.
An dieser Stelle wollen wir eine neue Bezeichnung einfiithren, um die For-
mel zu vereinfachen:

(m,n)=m(m—-1)(m-2)---(m—n+1). (3.8)

Es gilt (m,1) = m, (m,0) =1, (n,n) =n! und (m,n) = 0, wenn
n > m und m natiirliche Zahl ist. Der Z&hler des Binominalkoeffizienten
(2.11) ist (m,n) .
Nach dieser Vorbereitung versuchen wir, eine allgemeine Losung der
Poisson-Gleichung mit
p=z"y" (3.9)

herauszufinden. Bei Anwendung des Integral-Iterationsverfahrens fithren wir
in der Tat nur einige Schritte durch, dann zeigt die Losungsfunktion ihren
Verlauf: Der Exponent von x ist um 2 abnehmend und der Exponent von y
ist um 2 zunehmend. Das erste Glied ist aber 2™y"*? . Wir machen einen

neuen Ansatz
¢ = apr™y" T + agr™ 2y 4 aga™ Ty O 4 (3.10)

und setzen ¢ in die Poisson-Gleichung (3.1]) ein und bestimmen die Koeffizi-

enten ag , as , as ... Die Losung lautet
o (m,0) n+2 (m,2) ., n+4
R G mrsa. Y7 (3.11)
(m, 4) pm—dgnt6 _ (m, 6) pm Sy 4 .
(n+6,6) (n+8,8)

Wenn wir ¢; = 0 und

P2 = //pd:c dx (3.12)

ansetzen und p zweimal nach z integrieren,

¢3=¢2—//P2d:cda:, (3.13)

dann erhalten wir

_ (n7 0) m+2 n (n7 2) m+4_  n—2
¢p = mr2.2° YV Tt + -
(n7 4) m+6, n—4 (TL, 6) m+8, n—6 .. '
(m+6,6) 7 (m+8,8)" *



Gegeben sei p = 2?y® mit m = 2 und n = 3, dann lautet die Losung aus

(3.11)
1 1

= ——T 1
ba= o5tV = ooV (3.15)
Die Losung aus ([3.14]) ist aber
1 L g
- — . 1
¢ = 19 'y’ 60 Yy (3.16)

In der Tat sind die beiden Lésungen nicht unabhéngig, in dem Sinne, dass
die Differenz der beiden, ¢4 — ¢ g, eine harmonische Funktion ist. In unserem
Beispiel handelt es sich um eine Zahl 420 mal den Imaginéirteil von (z+iy)" .

Bei soll m eine positive ganze Zahl sein, damit die Losung ¢4
endlich viele Glieder hat. Aber n darf auch eine Bruchzahl sein, auch eine
negative Bruchzahl:

) 9 .. 81
= 2%ys = —p%ys — —— Nl
p=ays ba 55 Y? 18203/ (3.17)
und
_1 4 32 7
p=ay"2 : ba=3 2y - (3.18)

Wir wollen spéter den Fall betrachten, in dem der Exponent von y eine
negative ganze Zahl ist.

Als weiteres Losungsbeispiel der Poisson-Gleichung zeigen wir folgenden
Fall: p = 2™ Iny mit der Logarithmusfunktion Iny . Die Gleichung wird

¢2://pdydy:xm//lnydydy. (3.19)

Wir fithren vereinfachende Bezeichnungen ein, um die mehrfachen Integra-
tionen von Iny darzustellen. Dazu benutzen wir den Groflbuchstaben S mit
einem Exponenten.

SY=1Iny,

St = /lnydy— 1'(lny— 1),

S? = //lnydydy = y—z(lny— 1- 1)
2! 2

n_ Y
S ——|(lny N,), (3.20)
bei Np— 1+ sdsgo ot (3.21)
wobel N, = T :
2 3 n

10



die Summe von n Gliedern der harmonischen Reihe ist.
Die Losung der Poisson-Gleichung mit p = 2™ Iny lautet

o = 1™S? — (m,2)2™ 25t + (m, 4) ™ 150 — ... (3.22)
Ein Beispiel fiir p = 2% Iny :

25

1 3 1
o = 5% y*(lny — 5) — 7% *(Iny — E) (3.23)

Wir wenden uns dem Fall von p = 2™y ™" zu. Je nachdem, ob n ungerade
oder gerade ist, miissen wir zwei Félle getrennt betrachten:

e Wenn n ungerade ist, schreiben wir die Losungsfunktionen fiir n = 1
und n > 3 getrennt auf, sonst ist die Formel zu uniibersichtlich.

Firn=1:
¢p = 2™ —(m, 2)2™ 2534+ (m, 4)z™*S% — (m, 6)x™ 05"+ .- (3.24)

Firn > 3:

n—l 2k + 2)

Z (m, 2k) g2y nt 2kt |
=0 (3.25)
LD
BRCESVI

' Z m7 n+ 2k — 1>xmfnf2k+152k+1 ]

e Wenn n gerade ist, schreiben wir die Losungen fiir n = 2 und n > 4
auch getrennt auf.

Firn=2:
bp = — {:pmSO — (m,2)2™25% + (m,4)a™ 5 — ... (3.26)
Firn>4:
nTll
Z (m, 2k) g2y nt 2kt |
(n—1,2k+2)
=0 (3.27)
1
+¢ mn+2k_2)mn2k+25’2k

(n— 1)<

11



Die Formeln und haben jeweils zwei Summen. Wir haben
die obere Summationsgrenze der zweiten Summe offengelassen, das bedeu-
tet, dass man das Summieren so lange durchfiihren soll, bis der Koeffizient
(m, ...) =0 wird.

Noch eine Bemerkung: In ist das Vorzeichen der Glieder durchge-
hend + und — abwechselnd angeordnet. Aber hat eine Unterbrechung
in der Abfolge der Vorzeichen: Das letzte Glied der ersten Summe und das
erste Glied der zweiten Summe haben das gleiche Vorzeichen.

Drei Beispiele haben wir ausgewéahlt:

1, 4 1

p=a*y"" i ép= —ny’ - Ey (3.28)
9,2
p= x9y7 ¢F ( ) ) 7 —1 +
4,2) T @4a”
) (3.29)
+ Z[ )27 St — (9,6)2*S® + (9,8):555]
1 8 —4 (872) 6, —2
a TGt Tt

(3.30)

1
o= {(8, 4)r*Iny — (8,6)x2S* + (8, 8)54}

Das Ausrechnen von (m,n) nach und das Einsetzen von S™ nach
(13.20) machen wir ab jetzt nicht mehr.

Ein Hinweis als Abschluss dieses Abschnitts: Falls p elementare Funktio-
nen wie e® | cos x oder sinh z enthélt, machen wir zunéchst eine Transforma-
tion, um sie wegzubringen, und l6sen die entstandene gewohnliche Differen-
tialgleichung. Die Losungsmethode ist bekannt [3].

12



4 Integral-Iterationsverfahren und die bihar-
monischen Funktionen

Die Losung der partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung

¢xwzx + 2¢wzyy + ¢yyyy =0 (41)

wird als biharmonische Funktion benannt. Wir haben eine solche Funktion
gefunden

¢ = 2° — 5oyt . (4.2)
Wir priifen:
¢x:5$4_5y47 ¢y:_5'45’33/37
Gpw = 5 - 4a® | Gyy = —5-4-3zy*,
Grae =5 -4 327, Gyyy = —5-4-3-2xy,
¢$mzx:5432x, ¢yyyy:—5'4'3'2l’,
¢xzyy =0.
Dabher erfiillt ¢ die Gleichung (4.1)) und
Doz + Pyy # 0.

Die Funktion ¢ in ist keine harmonische Funktion, sondern eine richtige
biharmonische Funktion.

Jede harmonische Funktion, also die Losung der Laplace-Gleichung,
erfiillt auch (4.I). Aber wir wollen solche triviale Losungen ausschlieBen.

In der Tat haben wir die biharmonische Funktion (4.2) mit Hilfe des
Integral-Iterationsverfahrens hergeleitet. Die Formulierung dieses Verfahrens
ist dieselbe wie bei der Laplace-Gleichung. Nur ist der Integrand jetzt

B = gbzm:aca: + 2¢a:acyy + ¢yyyy (43)

und wir integrieren nicht mehr zweimal, sondern viermal nach y :

¢2:¢1—////Bldydydydy (4.4)
qbgngz—////Bgdydydydy. (4.5)

Fiir den ersten Ansatz ¢; mit einem algebraischen Ausdruck gibt es vier
Typen von Losungen, wo der Exponent von y gleich 0, 1, 2 und 3 ist.

und
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Um die Formel zu vereinfachen, haben wir das erste Glied mit geeigneten
Koeffizienten versehen. Die Ergebnisse sind folgende:

o O O e O
()= Ghe(s) e
O O O O e
O R G

Einige Bemerkungen: Ein Glied mit 2™ 2y? fehlt in (4.6). Ein Glied mit
2™ 3y3 fehlt in . Sonst ist der Exponent von x um 2 abnehmend und der
Exponent von y um 2 zunehmend. Auflerdem sind die Binominalkoeffizienten
durchgehend mit natiirlichen Zahlen multipliziert, ausgenommen ist das erste

Glied in . und .

Hier sind vier Beispiele:

(4.9)

¢p = " — 352°y* + 14ay® (
¢, = Txly — 212%y° + 24" | (4.11
b, = 212°y* — T0x3y* + 2129/ | (
b5 = 35zy® — 422%° + 3y" . (

Da (4.1]) eine lineare Differentialgleichung ist, gilt das Superpositionsprin-
zip. Damit kann man neue biharmonische Funktionen aus den elementaren
Funktionen (4.6)), (4.7), (4.8) und (4.9) bilden. Auf einmal haben wir unend-

lich viele biharmonische Funktionen vor unseren Augen.

14



5 Integral-Iterationsverfahren und die LG-
sungen der biharmonischen Poisson-
Gleichung

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir den Fall, wenn die biharmonische
Gleichung Rechtsseite hat:

¢xmxw + 2¢mxyy + ¢yyyy =p. (51)

Wir haben (j5.1)) ,,biharmonische Poisson-Gleichung“ genannt.
Die Beschreibung des Integral-Iterationsverfahrens verlauft wie in Ab-
schnitt [3) nur ist der Integrand jetzt

H = ¢:1:a:xx + 2¢xxyy + ¢yyyy —p (52)

und wir integrieren viermal nach v :

o=~ [[[[mdyayayay (5.3)
¢3:¢2—/// Hydydydydy . (5.4)

Weil wir nur eine partikulédre Losung fiir p suchen, setzen wir ¢; = 0 ein und

erhalten
or= [[[[pavavayay. (5.5)

Fiir p = 2™y™ hat die Losung folgende Gestalt:

und

¢ — bol‘myn+4 + bzl,m—Qyn—i—G + b4xm—4yn+8 4o (56)

Wir setzen ([5.6) in die Gleichung (5.1]) ein, bestimmen die Koeffizienten by,

by, by ... und erhalten

_ 1 m, n+4 2(m7 2) m—2, n+6
¢“_(n+4,4)[x Y m+62" YT .
2.7
4 3(m, 4) pm—dynt8 _ 4(m, 6) m—6yn+10 4
(n+38,4) (n+10,6)

Wenn wir ¢; = 0 einsetzen und p viermal nach x integrieren,

¢2=////pdxd$d:vdx (5.8)
15



und

¢3:¢2—/// Hy dx dx dx dx | (5.9)

dann erhalten wir folgende Losung:

1 2(n, 2)
— m+4, n ) m+6, n—2
O Py [‘” Yo mreyt T
(5.10)
i 3(n, 4) L84 _ 4(n, 6) 10, n—6 4
(m+8,4) (m+ 10,6)
Hier ist ein Beispiel fiir p = 2%y : Aus (5.7)) ergibt sich

1 2

o = 150 <x3y5 — ?xy7) . (5.11)
Aber (5.10) liefert uns
L

S _ A2
o 840I ) (5.12)

Die Differenz ¢, — ¢ ist eine biharmonische Funktion. Gleichung (/5.7)) liefert
uns auch richtige Ergebnisse, wenn n eine Bruchzahl ist:

A 1 . 2.92.1 .
p=a’y: $a=79 7.5.3 "3292_3.292 (5.13)

2°'2°2°2 2 2 ]

_1 1 7 2-2-1 11
p=aty o v ve i L8 Ll o & (5.14)

2'2°2°2 2 "2 ]

Bevor wir den Fall betrachten, wo der Exponent von y in p = x™y"
eine negative ganze Zahl ist, wollen wir zuerst eine Losung fiir p = 2™ Iny
angeben:

G = ™S —2(m, 2)x™ 2S5 +3(m, 4)x™ 188 —4(m, 6)2™ S0+ .. . (5.15)

Den Grofibuchstaben mit Exponent S™ haben wir in (3.20]) eingefiihrt. Fiir
p = 23 Iny lautet die Losung

1 25\ 1 147
b = 577’y (lny — E) — 5’ (lny - —) : (5.16)

Wir haben (5.16|) vollstdndig angegeben, um sie mit der Losung (3.23))
der normalen Poisson-Gleichung besser vergleichen zu konnen.
Die Darstellung der Losung fiir p = 2™y ™" ist sehr umsténdlich.

16



e Bei ungeradem n sind drei Félle zu unterscheiden:

Firn=1:
bg = ™S —2(m, 2)z™ 2S8% + 3(m, 4)a™ 1S — ... (5.17)
Fiirn=3:
Ge = % [azmSl —2(m,2)x™ 283 + 3(m, 4)2™ 155 — .. } ) (5.18)
Firn >5:

n—>5

¢f:22:(—1)k(k:+1) 0, 28) ek -miabet

— (n—1,2k+4)
-1
1 ' (n 4 k’) (m,n + 2k — 3)gm k3 G2AT
(n—
(5.19)
e Bei geradem n werden ebenfalls drei Falle getrennt dargestellt:
Firn=2:
¢y = — {xm52 —2(m, 2)2™ 28" + 3(m, 4)2™ 150 — .. } : (5.20)
Firn=4:
1
on=—3 {xmso —2(m,2)a™28% + 3(m, 4)2™ 15t — .. } . (5.21)
Firn >6:
anfS
2k)
.= k(41 (m, m—2k, —n+2k+4
¢ ;( Jilk+ >(n—12k+4)$ Y -

' ( + k) (m,n + 2k — 4)gm kTG

(5.22)

17



Wir haben drei Beispiele ausgewéhlt:

Fiir p = 25y~ :

3(5,4)
(8,8) "

-1

1 . . 2052
8,6)

Ve T me T

(5.23)

B - 1 21 3
b = (6,4)x y o= (6,6) Ty + 5{3(6,4):1; St —4(6,6)5 ] (5.24)

1 2 0 2
O; = mm y = 7.0) Ty — ﬁ{3(6,4)x SY —4(6,6)S } (5.25)

18



6 Zusammenfassung

Ein Integral-Iterationsverfahren ist urspriinglich entwickelt worden, um exak-
te Losungen der nichtlinearen partiellen Differentialgleichung fiir die transso-
nische Stréomung herzuleiten. In diesem Artikel wenden wir dieses Verfahren
auch auf die linearen partiellen Differentialgleichungen an. Fiir die Laplace-
Gleichung, die Poisson-Gleichung, die biharmonische Gleichung sowie die bi-
harmonische Poisson-Gleichung werden dadurch viele ezakte Losungen her-
ausgefunden, die in dieser Art in der Mathematik noch nicht vorgekommen
sind.
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7 Aussicht

In der absehbaren Zukunft wollen wir iiber die allgemeinen Losungen der
Euler-Gleichung

aus der Stromungstheorie berichten. Auflerdem erklédren wir spéter auch, wie
man eine Losung fiir die mehrdimensionale Laplace-Gleichung

¢mw+¢yy+¢zz+"':0

finden kann.
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