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Abstract
Derivation of Bessel functions with the integral iterative method

An integral iterative method for the Bessel equation will be introduced in
order to derive Bessel functions in a very simple way.

Ubersicht

Fiir die Bessel-Gleichung wird ein Integral-Iterationsverfahren vorgestellt, um
die Bessel-Funktionen auf einfachste Weise herzuleiten.
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1 Einleitung

Im Jahr 1986 hatte ich ein Integral-Iterationsverfahren erstmalig vorgestellt,
um exakte Losungen fiir die nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen
fiir die transsonische Stromung sowohl im kartesischen als auch im Zylinder-
Koordinatensystem herzuleiten [I]. Durch Anwendung dieses Integral-Itera-
tionsverfahrens im Jahr 2007 wurden viele exakte Losungen fiir die folgen-
den linearen partiellen Differentialgleichungen gefunden: Laplace-Gleichung,
Poisson-Gleichung, biharmonische Gleichung sowie biharmonische Poisson-
Gleichung [2].

In diesem Artikel wird dieses Verfahren auf die lineare gewohnliche Dif-
ferentialgleichung erweitert. Im Abschnitt [2] formulieren wir das Integral-
Iterationsverfahren fiir die Bessel-Gleichung. Im Abschnitt [3] zeigen wir aus-
fithrlich die Herleitung der Bessel-Funktion zweiter Gattung. Die Bessel-
Funktion fiir n = 0 zeigen wir im Abschnitt [4].

Die Auffindung der Bessel-Funktionen ist dadurch zu einer ganz elemen-
taren und sehr leichten Aufgabe geworden.

Fiir die Verbesserung der Texte und fiir die miihevolle Anfertigung und
Veroffentlichung dieser Arbeit mochte ich meinem jiingsten Sohn, Ingo Chao,
herzlich danken.



2 Integral-Iterationsverfahren fiir die Bessel-
Gleichung

Die Bessel-Gleichung

d’y | dy

2 2 2y, _

ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung [3, [5]. Da-
bei ist n eine reelle Konstante, positiv oder negativ, ganzzahlig oder nicht
ganzzahlig. Eine andere Darstellung der Bessel-Gleichung ist

L d| g d (1 2
|21 2 = ) 2.2
e dx (x"y) oy =0 (2:2)
Man bestétigt dies durch Differenzieren:
I d| oo d (1 o, d*y dy 9
— |t =y )| = 2?2 p a2 — . 2.
antdx [x dx (x”y>] Tz * iz " (2:3)
Der Operator auf die Funktion y ,
1 d d (1
F(y) = — |z —( — 2.4
) = [ a (y)] , (2.4)

hat eine Inverse

1
y = —x”/m%H /x"‘lF(y) dedr . (2.5)

Sie ist entstanden nach der Regel der inversen Bildungen: Plus durch Minus,
Dividieren durch Multiplizieren, Differenzieren durch Integrieren und umge-
kehrt, und zwar nach der Reihenfolge von links nach rechts.

Wir fiithren eine neue Bezeichnung ein:

B =a*"4+xy —n’y+ 2%y . (2.6)
B ist nichts anderes als der Bessel-Ausdruck aus (2.1)) mit ¢ = Z—Z und
n__ d%y
T dx?



Unser Iterationsverfahren beginnt mit dem ersten Losungsansatz y = yj .
Dabei ist yo = ™ oder yo = ™"

Wir berechnen

By = 2y + xyo — n’yo + 27y (2.7)
und erhalten .
Y1 =Y — x" /W /l’nlBO drdx . (28)
Wir berechnen weiter
By = 2’y + zy; — 0’y + 2%y, (2.9)

und leiten g, her:

1

Wir rechnen so weiter und erhalten nach dem k-ten Schritt y; . Mit y, be-
rechnen wir By, :

By, = 2%y} + zy), — 0’y + 2y (2.11)

Wir haben viele Beispiele getestet bei vorgegebenem n und stellen fest,

dass By, gleich 22 mal das letzte Glied von y; ist. Man braucht y; und yj

sowie ([2.11]) nicht auszurechnen. Wir zeigen dies noch im néchsten Abschnitt.
Mit y; und By berechnen wir y.q :

1
Yk+1 = Yk — " /W /.Tn_lBk dx dx (212)

USwW.



3 Bessel-Funktion zweiter Gattung

n

Wir betrachten zunéchst den Fall fiir yo = x~
Zahl n :

mit einer positiven ganzen

By = 22y} + xyy — n’yo + 2%y = 2" (3.1)
Mit yo und By berechnen wir y; nach (| .

1
Y1 ="Yo —x"/m/xnl-x"” dx dx
=1y — / S /mdmdw
—yo—x/2n+1~§dx

:yo__/ —2n+1 ..

72n+2
T 7 (—2n+2)
$—n+2
= "4+ — . 3.2
SRRETC (32)
Wir berechnen weiter B; mit y; nach (2.9):
x—n+4
B =—— 3.3
YT o(2n—2) (3:3)
B ist gleich 2% mal das letzte Glied von y; . Wir berechnen weiter
7n+4
Y2=Y1—7 / Gy 2n_2)dxdx
—n+2 x—n+4
= 3.4
v +2(2n—2)+2(2n—2) 4(2n — 4) (3:4)
Um die Formel zu vereinfachen, fithren wir neue Bezeichnungen ein:
1 1
by =1 by = — by =
0 T T @n—2) 7 P 2@2n—2)-4(2n—4)
be 1
T 2(2n—2)-42n—4)-62n—06) =’
b — 1
" o0n—2) 4(n—4)---2k(n—2k)
1
bn—l = D) . (35)




In steht yo . Wir rechnen weiter bis auf k =n —1:
Yno1 = box ™" + b1z " f b 4 4 b2 (3.6)
Wie wir gesagt haben, B,,_; ist gleich 22 mal das letzte Glied von y,_; :
B, 1="b, 12" . (3.7)

Danach entsteht bei jedem weiteren Schritt die Logarithmusfunktion Inx .
Mit y,_1 und B,,_; berechnen wir g, ausfiihrlich:

1
Yn = Yn—1 — x" /W /l'nl . bnfl.il?n dz dx

1
= Yn-1— bn—w”/ ST} /xzn_l dx dz
lv mn
. 1 x2n
=Yp—1 — bp1 /—x2n+1 o dx

by 1
= Yn-1 — 1-Tn/_d$
x

2n
- bnfl n
= Yn1 — 52" Inz
=Yp1—cx"Inz . (3.8)

Dabei haben wir eine neue Bezeichnung eingefiihrt:

1

T2l (3.9)
Mit y,, berechnen wir B, :
B, = —cz"?nz . (3.10)
Ausfiihrlich berechnen wir weiter y,,1 mit der Formel:
oM+l eS|
/xmlnxda::m+1lnx—m , m#—-1 . (3.11)



1
Ynt1 = Yn — X" /x2”+1 /a:”l [—ca:’"”r2 In SL’} dz dx
1

_ 241
_yn—l—cx"/x%ﬂ " Inx dr dx
1 I2n+2 x2n+2
— Yo + ca” ne— |4
Un T /x2n+1 mt2 (2n+2)21 ¢
= Yp e /1‘ — * dx
2 2 n—+2
n cx™ [a? x? x?
= Y —lnr— =% — ———
It o 2|2 22 2(2n +2)
cx™t? 1 1
=y — "Iz + — |lnz— = — . 3.12
Y-t CE M+2(2n+2)[” 2 2n+2] (312)

Das letzte Glied aus (3.12)) mal z? liefert uns

eyt 1 1
By =———|lnz— - — 3.13
1T 900+ 2) {nx 2 2n+2} (3:13)
Mit y,+1 und B, erhalten wir y,.o :
SR sl RS SR
iy = UYn_1 —cx'Inec + ——|Inx — — —
Ynt2 = Yot 2(2n + 2) 2 2n+2
cxtd 1 1 1 1
. g — -~ -~~~ — 3.14
2(2n+2)-4(2n+4)l” 2 nt2 4 2n+4} (3:14)

Weitere Schritte zeigen, dass die Losung eine unendliche Reihe ist. Ein
Teil der Konstante c ist 2#, . Wir erkennen sofort, dass der Ausdruck vor
In x die Bessel-Funktion erster Gattung ist:

1 n T
Tnl@) = 3y {x T 22n+2) T 2@n12) 420 +4)

- i k!gi)];c)! (g)””’“ ' (319)

k=0

n+2 xn+4 :|

Wir multiplizieren die ganze Reihe mit —2"~!(n — 1)! und erhalten nach
einigen Umformungen die Bessel-Funktion zweiter Gattung:

Yo(2) = Ju(z) Inz — %gw (g) -
O B



Wir mochten darauf hinweisen, dass & von 1 (nicht von 0) bis oo bei der
zweiten Summation ist, weil " nur mit Inx zusammen erscheint. Es gibt
kein alleinstehendes 2™ . Unsere Y, (x) enthélt J,(z) nicht.

Es ist interessant zu beobachten, wie die Konstante ﬁ Schritt fiir Schritt
entstanden ist.



4 Bessel-Funktion fiir n =0

Unser Integral-Iterationsverfahren liefert uns auch die richtigen Ergebnisse
der Bessel-Funktionen erster Gattung. Bei yg = 2" fiir ganzzahliges n und
fiir positiv und negativ nicht ganzzahliges n ist die Herleitung der Bessel-
Funktionen sehr einfach. Wir mochten dies nicht mehr zeigen. Stattdessen
betrachten wir nur den Fall fiir n = 0. Mit yo = 2° = 1 erhalten wir

By = 2%y + xyp + 2yo = 2° . (4.1)

Mit yo und By berechnen wir y; nach (2.8)):

1
ylzl—/—/xl-x2d:cdx
x
72

—1-5 (4.2)

Weiter ist B, gleich 22 mal das letzte Glied von y; :

B, = —g—;l (4.3)
Danach bekommen wir s :
Y2 =41 — /i /1'1 (—g—j) dz dx
=1- ;C—j + 22#442 . (4.4)
Wir machen einen Schritt weiter:
oty T T (4.5)

92 T 92,42 92.42.42
und erhalten schliefllich

o) = Yoo = i <(7€!1>): <g)% | (4.6)

k=0

Mit der Methode der Reihenentwicklung hat man nur die Bessel-Funktion
erster Gattung hergeleitet. Die zweite Losung muss anderweitig gefunden
werden. Eine solche Aufgabe gestaltet sich sehr kompliziert [3, 4]. Unser
Integral-Iterationsverfahren liefert uns beide Losungen mit einer erstaunli-
chen Einfachheit. Mit dieser Feststellung beenden wir diese Arbeit.
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5 Zusammenfassung

Nachdem viele exakte Losungen fiir die partiellen Differentialgleichungen mit
dem Integral-Iterationsverfahren gefunden wurden, haben wir dieses Verfah-
ren auf die linearen gewohnlichen Differentialgleichungen erweitert. In die-
sem Artikel wird ein Iterationsverfahren fiir die Bessel-Gleichung eingefiihrt.
Damit haben wir die alten bekannten Bessel-Funktionen, insbesondere die
Bessel-Funktion zweiter Gattung, in einer ganz einfachen Weise hergeleitet.
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